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57. Relaxationszeitspektrum, Elastizitat und Viskositat 
von Kautsehuk I1 

von W. Kuhn, 0. Ktlnzle und A. Preissmann. 
(1. T. 47.) 

I n  TeilI  der vorliegenden Arbeitl) wurde das Auftreten eines 
ansgetlehnten Relaxationszeitspektrums bei Stoffen, wie Kautschuk, 
w-elche hochmolekulare Fadenmolekeln enthalten, begrundet. Es wur- 
den die Beziehungen angegeben, welche das mechanische und viskos- 
elastische Verhalteri einer Substanz beschreiben, wenn das Relaxa- 
tionszeitspektrum gegeben ist j schliesslich wurde auf Grund der an 
Kautschuk und ahnliehen Stoffen beobachteten Fliesskurve (Ab- 
hangigkeit der Liingenanderung eines Versuchskorpers von der Zeit 
hei konstanter Belastung) ein quantitativer Ausdruck fur die Dichte- 
verteihmg der TeilelastizitBtsmoduln auf die Teile des Relaxations- 
mitspektrum angegeben (Gleichung 50 und Big. 1). 

Im vorliegenden zweiten Teil der Arbeit soll die gefundene Dichte- 
verteilung tier Teilelastizitatsmoduln diskutiert werden, und es sollen 
die Sichliisse gezogen werden, welche sich daraus fur das elastische und 
vjslcose Verhalten ergeben. Dabei werden namentlich bei der Diskus- 
sion des v i skosen  V e r h a l t e n s  neue Tatsachen zutage treten. 
Ausserdem soll versucht werden, die gefundenen Aussagen iiber das 
Relaxationszeitspektrum modellmassig zu interpretieren. 

Die Numerierung yon Abschnitten und Formeln schliesst sich 
an die in Teil I gegebene an. 

3 .  13eschreibung des  e l a s t i s ch -v i skosen  Verha l t ens  auf 
G r u n d  des  Re laxa t ionsze i t spek t rums .  

Sobald das Relaxationszeitspektrum gemass Gleichung (50) be- 
kannt; ist, konnen wir das elastische und viskose Verhalten vollig 
iiberblicken. Genau werden aber nur diejenigen Aussagen sein, welche 
sich auf den Verlauf des Relaxationszeitspektrums im Bereich (33a), 
also im Bereich < z < l o 4  sek. stutzen. 

a )  S p a n n u n g s r e l a x a t i o n  n a c h  r a s c h  e r fo lg t e r  Dehnung.  
Fur den zeitlichen Verlauf des Elastizitatsmoduls E( t)  ( Glei- 

(>hung 3 ) ,  welcher experimentell bestimmt werden kann durch 
illessung der Ruckstellkraft im Zeitpunkte t nach rasch vorgenomme- 
ner Dehnung, erhalten wir durch Einsetzen von (60) in ( 3 )  die Be- 
ziehung (49). 

l) Helv. 30, 307 (1947). 
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Der daraus folgende genaue Verlauf der Funktion E (t) kann 
dadurch erhalten werden, dass das Integral (49) fur verschiedene vor- 
gegebene Werte von t graphisch ausgewertet wird. 

Wir haben anderseits gesehen, dass die Auswertung nur fur den 
Bereich (33a), also fur verhaltnismassig grosse Werte von t praktischefi 
Interesse haben kann. Fur diesen Fall konnen wir uns mit einer 
N 5 h e r u n g s 1 o s u n g begnugen. Wir erhalten eine solche Naherung, 
indem wir anstelle des in (49) vorkommenden Faktors e-t’T setzen: 

t 0 fur ~- > 1 bzw. fur t > z 

1 fur ~ < 1 bzw. fur t < z 

z 
t 

f(t,z) = (56) 

Da sich der Nenner von (49) in dem Bereich, in dem der Wert von 
e d Z  von 0 auf 1 ubergeht, nicht stark andert und da der Beitrag 
dieses Bereiches zugleich klein ist gegenuber dem absoluken Betrag des 
gesamten Integrals, fallt der durch Einfuhrung der Naherung (56) 
begangene Fehler nicht stark ins Gewicht. Die Integration von (49) 
lasst sich nunmehr leicht durchfuhren. Falls die Zeit t, fur welche wir 
den Wert E gemass (49) bestimmen wollen, grosser als l /c ist, gilt 
l/t < c; das Integral (49) wird in diesem Falle, unter Berucksichti- 
gung von (56): 

Setzen wir noch auf Grund von (35a) und (35b) In c E a, so geht 
dies iiber in 

b )  Vergleich der aus der Spannungsrelaxat ion einerseits,  
aus der Fliesskurve anderseits best immten Elas t iz i ta t s -  

moduln E bzw. E’. 
Die rechte Seite von Beziehung (58) stimmt nun genau uberein 

mit der rechten Seite der von Brenschede gefundenen empirischen Be- 
ziehung (33 ) ,  auf Grund derer wir das Relaxationszeitspektrum be- 
rechnet haben. Dabei ist aber die linke Seite von (58 ) ,  d. h. E(t), in- 
haltlich verschieden von der linken Seite von (33), d. h. von E’(t). 
Der Vergleich von (58) und (33 )  besagt also, dass die beiden bisher 
auseinandergehaltenen Grossen E(t)  gemass Gleichung (2) und E’(t) 
gemass Gleichung (32) innerhalb der jetzt betrachteten Naherung mit- 
einander ubereinstimmen. Mit andern Worten heisst das : D er  zeit - 

30 
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l i che  Verlauf des reziproken Wer tes  der Spannung  G ,  
welche anschliessend a n  eine rasch  e rzeugte  und  anschlie- 
send k on s t a n t  g eha l t  ene D ef o r  ma t ion  beobachtet wird, 
stimmt iiberein mit dem zeitlichen Verlauf der r e l a t iven  Langen- 
Bnderung, welche unter Wirkung einer plotzlich einsetzenden 
und  anschliessend k o n s t a n t  geha l tenen  Spannung  beob- 
achtet wird; oder noch einfacher: Die E la s t i e i t a t smodu ln ,  
welche a u s  der Spannungsre laxa t ion  einerseits ( Glei- 
chung 3 ) ,  a u s  der F l iesskurve  anderse i t s  (Gleichung 3 2 )  
b er  e c h ne t w er de n , s t im m en ein s c hl i e s s l i  c h Ci e s z ei t lie h e n 
Verlaufs naherungsweise ubere in .  

Der Grad der Ubereinstimmung ist in Wirklichkeit sehr weit- 
gehend. Er wird durch Fig. 3 veranschaulicht. Als Kurve 1 (ausge- 
zogen) ist E' fur den Fall des Kautschuks gemass Gleichung ( 3 3 )  mit 
den aus Tab. 1 (4. Zeile) ersichtlichen Werten von a und b aufgetragen. 
Als Kurve 2 (gestrichelt) ist der auf Grund der genauen  Beziehung 
(19) berechnete Wert E( t )  angegeben. Die beiden Kurren lassen sich 
in den1 Bereiche sek < t < 1 0 4  sek, also in dem Bereich, in dem 
sie Anspruch auf die Wiedergabe der tatsachlichen Verhaltnisse er- 
heben konnen, nicht unterscheiden. Ein merklicher TJnterschied 
zwisehen beiden Kurven tritt erst weit ausserhalb des genannten 
praktisch interessierenden Bereiches ( 3 3 s ) ,  etwa unterhalb t = 

bek auf. 

Fig. 3. 
Abhanyigkeit deb Eladxita tsnioduk von der Zeit fur vulkanisierten, gefulltcn KautwliuL 

(meitlet& Zeile von Tab. 1). 
Ausgezogenc, Kurve : Xsherung gcmass Gleichung (33). 
GestnchPltc Kim e : Genaue Lowng geniass Gleichung (49). 
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c )  D e r  E-Modu l  i m  Z e i t p u n k t  t a l s  F u n k t i o n  s a m t l i c h e r  
Tei le  des  Re laxa t ionsze i t spek t rums  ; Einf lus s  v o n  U n -  
r i ch  t ig  k e i  t e n  i n  d er Wie  d e r  ga b e d e s R e l a x  a t  i o n s z e i  t s p e k- 
t r u m s  auf  d i e  i m  Z e i t p u n k t  t b e r e c h n e t e n  W e r t e  v o n  E. 

Nach (49) ist der E-Modul im Zeitpunkt t eine Summe, xu der 
samtliche Teile des Relaxationszeitspektrums beitragen. Nach dem 
eben Gesagten durfen wir dabei erwarten, dass das Relaxationszeit- 
spektrum [Abhangigkeit des Integranden in (49) von z] fur z-Werte, 
welche dem Gebiete (33a) entsprechen, gut stimmt, weniger gut aber 
fur t-Werte, welche ausserhalb (33a) liegen. Die durch (49) gegebene 
Funktion E(t) enthalt also teilweise Beitrage, uber deren Richtigkeit 
wir Vorbehalte machen mussen. Ex ist daher die Frage berechtigt, wie 
die mogliche Unrichtigkeit des lntegranden von (19) fur t-Werte, 
welche ausserhalb des Gebietes (33a) liegen, den Funktionswert E( t) 
fur W-erte von t, welche innerhalb (33a) liegen, praktisch beeinflussen 
wird. 

Wir sehen sofort, dass sich eine im Gebiet z < t bzw. z < 1W2 
sek liegende Unrichtigkeit der Dichtefunktion auf die E(t)-Werte des 
Bereiches (33a) niir schwach auswirkt. Die aus dem Gebiete z < t 
stammenden Heitrige werden ja gemiiss ( 3 )  und (49) mit ePtlr multi- 
pliziert, also mit einer Grosse, welche mit t > z rasch klein wird. 
Die  B e i t r a g e  zum I n t e g r a l  ( 4 9 ) ,  welche a u s  dem Geb ie t e  
z < t s t a m m e n ,  s i n d  a l so  u n t e r  a l l en  U m s t a n d e n  klein.  
Bei der Herleitung der Eeziehung (58) haben u-ir sie sogar gleich Null 
gesetzt. 

Die Beitrage zum Integral (49), die aus Gebieten stammen, in 
tlenen z grosser  ist als die in (33%) angegebene Grenze, also grosser 
als l o 4  sek, konnen sich dagegen erheblich auswirken. Die Anderung 
im Wert des lntegrals (49), die sich ergibt, falls dE,/dt im Gebiete 
t > l o 4  sek in Wirklichkeit durch eine andere Funktion als Gleichung 
(50) gegeben sein sollte, ist dabei im ganzen Gebiet (33a) praktisch 
genommen die gleiche: d. h. falls E’(t) ausserhalb des Gebietes (33%) 
nicht mehr durch ( 3 3 )  dargestellt wird, ixt die aus (50) zu berechnende 
Grosse E(t)  im Gebiet (33a) b i s  a u f  e ine  a d d i t i v e  I c o n s t a n t e  
ko r rek t .  

d ) E 1 a s t i z i t  a t  s m o du 1 be  i p e r  i o d i  s c h e r B e a n s p r u c h u  ng. 
Der Elastizitiitsmodul E(t) ,  bestimmt aus der im Zeitpunkte t 

nach raseher Erzeugung der Deformation vorhandenen Ruckstell- 
kraft, war durch (19) bzw. naherungsweise durch (38 )  gegeben. Er  
ist also eine Piinktion der Zeit t .  \Tie vrir in Abschnitt If sahen, 
konnen wir einer Substanz, deren Relaxationszeitspektrum bekannt 
ist, einen bestimmten, von der T7ersuchsdauer unabhangigen Elasti- 
zitatsmodul zuordiien, falls wir den Versiichxkorper per iodisch  



468 HELVETICA CHIMICA ACTA. 

beanspruchen. (Gleichung 23.) Der Elastizitatsmodul hangt dann 
grundsatzlich von der Kreisfrequenz w, welche bei der periodischen 
Beanspruchung angewendet wird, ab (Gleichung 28). Wenn das Re- 
laxationszeitspektrum durch (50) gegeben ist, erhalten wir fur den 
bei der periodischen Beanspruchung auftretenden Elastizitatsmodul 
durch Einsetzen in (28) : 

b 
In c-ln o E ( w )  = fur ( l n c - l n o ) > l  

Wenn die Schwingungsdauer (T, = 2 n / m )  bei der betrachteten 
periodischen Beanspruchung dem Bereich (33a) (Bereich zwischen 

und l o 4  sek) angehort, ist fur die meisten der in Tab. 1 zusam- 
mengestellten Gummisorten I In c I > In w. (59) geht in diesem Falle 
uber in 

(59a) ~ ( w )  b fiir j In cl> j In w 1 

E s  heisst dies, dass  der dynamische Elast iz i ta tsmo- 
dul  im Bereiche (33a)  von der Frequenz w prakt isch ge- 
nommen nicht  abhangt.  Das bedeutet weiter, dass die Intensitiit 
der Verteilungsfunktion in jenem,Gebiete so klein ist, dass der Bei- 
t r a g  der  Zusammenhal t smechanismen,  deren Relaxa-  
t ionszeit  ins Gebiet (33a)  fall t ,  f u r  das elastische Ver- 
ha l ten  (Elas t iz i ta t smodul )  keine wesentliche Rolle spielt.  

Wir werden sogleich sehen, dass die Verhaltnisse bei der Viskosi- 
tiit in dieser Hinsicht anders liegen. 

e )  Viskositat .  

Wir haben in Abschnitt 1 gesehen, dass es nicht moglich ist, einer 
Substanz, deren Relaxationszeitspektrum sich bis t = 00 erstreckt, 
eine Viskositiit im gewohnlichen Sinne zuzuordnen. Wir zeigten aber 
anschliessend, dass die Definition einer Viskositat auch in diesem 
Falle dann moglich wird, wenn wir die Substanz einer periodischen 
Beanspruchung aussetzen. Die Viskositat hiingt dann von der Fre- 
quenz cr) der periodischen Reanspruchung ab. (Gleichung 22.) 

Indeni wir dE,/dz aus (50) und (5Oa) in (22) einsetzen, erhalten 
wir 

N 

C 

Besonders ubersichtlich und einfach wird der ausdruck fur rj, 
wenn wir anstatt des genauen Ausdruckes (50) die Niiherung (55) in 
( 2 2 )  einxetzen. Wir erhalten dann 
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1 b n  03 

[arctgz] =-.-.-- 
2(1+p)  a2 w Z(I+p)  a2 2 w 

1 b 1  - - 

dz 
zz+ 1 

Bei dieser Auswertung wurde vorubergehend z = w z-gesetzt,. 
1st also 

2 n  
= T, ~- 

W 

die Schwingungsdauer in Sekunden, so ist 

Die Viskositat  i s t  also, wenn die Substanz einer pe-  
riodischen Beanspruchung ausgesetzt  i s t ,  d i rek t  propor-  
t ional  der Schwingungsdauer T, der die Substanz beanspru- 
chenden Schwingung. Diese Reziehung gilt fur  alle Substanzen,  
deren Fliesskurve durch Gleichung ( 3 3 )  gegeben ist. 

Setzen wir die Zahlenwerte fur b und a aus der 4. Zeile von Ta- 
belle 1 ein, setzen die Poisson'sche Zahl p = 0,5 und T, = 10 sek, 
so wird 

(63a) 

als Viskositat des von Brenschede untersuchten, gefullten Kautschuks. 
Fur den von uns untersuchten reinen Kautschuk (Tab. 1 letzte Zeile) 
wird analog: 

11 == 3,7 x lo5 Poisen (T, = 10 sek) (63W 
und fur die Bunasorten (Tab. 1) 

7 = (3-5) x lofi Poisen (Ts = 10 Fek) (634 
Von Van der W y P )  war durch Messung der im Kautschuk hervor- 

gerufenen Dampfung einer mechanischen Schwingung nicht genauer 
angegebener Frequenz eine Viskositat von einigen Millionen Poisen 
gefunden worden. Es steht dies mit dem soeben gefundenen Ergebnis 
in Ubereinstimmung. 

Die Beziehung (63)  zeigt indessen, dass die Angabe einer 
irgendwie genauen Viskositat  f u r  Kautschuk ganz sinn- 
10s i s t ,  solange die Schwingungsdauer T,, welche be i  der 
Messung angewendet wird,  nicht  gleichzeitig mitange-  
geben wird .  Nach ( 6 3 )  muss die ViskositBit, welche ein 
und dasselbe P r a p a r a t  zeigt ,  um so grosser sein, je  grosser 

4,0.109 10 
802.3 4 '1 = --* -- = 5,2 x lo5 Poisen (T, = 10 sek) 

A .  J. A .  Van der Wyk,  Proc. Rubber Technol. Conf. 1938, p. 985. Aus den von 
Van der Wyk angegebenen Apparatedimensionen lasst sich eine Schwingungsdauer von 
etwa 100-200 sek abschatzen. Setzt man diesen Wert in (63) ein, so erhalt man fur 
Kautschuk anstelle von (63a) und (63b) eine Viskositat Ton etwa (4-10) X lo6 Poisen. 
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d ie  Schwingungsdaue r  T, i s t ,  also um so grosser, je langsamer 
die Schwingung ist. J e  hohe r  f r e q u e n t  d ie  Schwingung  i s t ,  
d e s t o  k l e ine r  wi rd  d e r  vom K a u t s c h u k  d e r  D e f o r m a t i o n  
e n  t g e ge n g  e se t  z t e v i s  k o s e Wide r  s t a n d  (wobei gleichzeitig der 
Elastizitatsmodul mit wachsender Schwingungsfrequenz etwas zu- 
nimmt, Gleichung (59)). 

Ware die Viskositiit von der Frequenz nicht abhangig, so ware 
die bei einer periodischen Scherungsdeformation (15) pro em3 pro 
Sekunde in Warme verwandelte mechanische Energie durch ( 5 0 )  ge- 
geben, also proportional w2. Wie wir soeben sahen, miissen wir aber 
fur Kautschuk und kautschukiihnliche Substanzen anstatt eines fre- 
quenzunabhangigen Wertes den gemiiss (61) von w abhangigen 
17-Wert in (20) einsetzen. Tun wir dies, so erhalten wir als Warmeent- 
wicklung pro em3 und pro Sekunde 

(61) 
o n  b 

D i e s e W 2 r m e e n t wick lu n g n i m  m t a 1 s o n ic  h t me h r p r o - 
p o r t i o n a l  w 2 ,  s o n d e r n  n u r  noch  p r o p o r t i o n a l  w zu. 

Es  n i m m t  d i e  Viskosi t i i t  m i t  s t e igende r  Kre i s f r e -  
quenz  w a b  (Gleichung 61), d ie  p r o  Ze i t e inhe i t  e n t w i c k e l t e  
Warmemenge  a b e r  z u ,  j edoch  n u r  noch  p r o p o r t i o n a l  w 
gemass  ( 6 1 ) ,  nicht mehr quadratisch, wie man nach (20) erwarten 
sollte. 

Da die PoissoN'sche Zahl p fur Kautschuk recht genau gleich 
0,.5 ist, erhalten wir, indem wir dies in (64) einsetzen: 

-~ ~ - . - ~ .  dA 
d t  2(1+p) .4 a) ': 

(618) 

als Warmeen twick lung  p r o  e m 3  i n  e i n e m  K a u t s c h u k -  
s t i i ck ,  welches m i t  d e r  Kre i s f r eyuenz  OJ (a/? iz Schw-ingungen 
pro Hekunde) u n d  rnit e ine r  A m p l i t u d e  yo  aluf Sche rung  be-  
a 11 s p r u c h t w ir d .  

Wird tier Versuchskiirper anstatt auf Scherung periodisch auf 
Dchnung oder Rompression beansprucht, indeni die relative Langen- 
anderung Ol/l - x o  sin o h  gesetzt wird, so wird entsprechend die 
~7Brmeentwi-icklung pro em3 in einem Kautsohukstiick, welches mit 
der Kreisfrequenz Q und mit der Amplitude a,, auf Dehnung oder 
Konipression beansprucht wird 

(Wb) 

Die Bcziehungeii (64a und b) diirften sowohl von theoretischeni 
als insbesondere auch von praktischem Interesse sein j s i e ge b en  j a 
d ie  p r o  e m 3  i m  Versnchskorpe r  i n  WBrme v e r w a n d e l t e  
Ene rg ie  i n  F u n k t i o n  de r  P requenx  u n d  d e r  A m p l i t u d e  
d e r  erzwungeneri  D e f o r m a t i o n  a n .  D a b e i  k a n n  d e r  i n  
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( 6 4 % )  u n d  ( 6 4 b )  vorkommende  P ropor t iona l i t a t s f ak to r  
b / a 2  i n  e in fachs t e r  Weise dadurch  gefunden  werden,  dass  
b und  a aus  der  F l iesskurve  des  Versuchskorpers  be-  
s t immt  werden ,  also aus der Zeitabhangigkeit der beobachteten 
Deformation bei konstanter Belastung gemass Gleichung (33 )  ; Tab. 1. 

Uber eine Bestatigung der Beziehung (63) durch hiezu angestellte 
Versuche werden wir in einer spateren Arbeit berichten. 

Fur genauere Versuche und insbesondere beim ubergang zu Versuchen mit hohen 
Kreisfrequenzen w wird die Naherung (61) bzw. (63) nicht mehr ausreichen. Wir gehen 
daher auf die Beziehung (60) zuruck, um dieselbe genauer, als dies in (61)ff. geschehen 
ist, auszuwerten. Wir bemerken sofort, dass die Ersetzung des Ausdrucks [In (ct -  1)I2+n2 
durch az, welche (60) in (61) uberfuhrte, im allgemeinen den Nenner von (60) unter den 
tatsachlichen U'ert erniedrigt, dass also die Viskositat gemass (61) e t w a s  zu gross  
ausfallt. 

Um einc etwas bessere Naherung zu findcn, substituieren wir in (60): 

Es wird dann 

Da wir c/w>1 vorausgesetzt haben, wird hieraus 

(66a) 

In 

Regen cu< c ist die untere Grenze In w/c< 0.  Dabei nimmt der Faktor l/Eof x sowohl 
fur x > 0 als auch fur x < 0 ungefahr wie e-x ah. In dem Bereich, in welchem l/&f x 
nicht sehr klein ist, d. h. etwa in dem Bereich -2<x< + 2 wird sich daher der Ausdruck 
(In c- In w + ~ ) ~ + n ~  in  (66a) nur wenig andern, so dass wir ihn annahernd lionstant 
gleich dem Wertc, den er fur x =  0 annimmt, setzen Ironnen. Es wird dann 

Wegen w< c konnen wir fur die untere Grenze des rechtsstehenden Integrals Xu11 
setzen. Wir erhalten dann 

(66c) 

Der letzte der in (6612) rechts angeschriebenen Faktoren ist, wie ein Vergleich mit (5.4) 
zeigt. deich 
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so dass wir anstatt (66c) auch schreiben konnen 

Der Wert des Faktors h(Ts/2n) als Funktion vonT,/2n kann dabei der Fig.2 entnommen 
werden. 

I n  der bei (54c) angegebenen Ntiherung geht h (Ts/2n) in l/aZ und damit (68) in 
(63) uber. 

f )  Die Viskositat  f u r  die Deformationsfrequenz co als 
F u n k t i o n  samtlicher Teile des Relaxat ionszei tspektrums;  
Einfluss von Unrichtigkeiten in  der Wiedergabe des Re-  
laxat ionszei tspektrums auf die Viskositat  f u r  periodi- 
sche Vorgange, deren Schwingungsdauer T, dem I n t e r -  

vall  (33%) en t  spricht. 

Auch die Viskositat, welche die Substanz zeigt, wenn sie mit einer 
Frequenz o (oder Schwingungsdauer T, = 2 n / w )  deformiert wird, ist 
nach Gleichung (22) eine Summe, zu der samtliche Teile des Rela- 
xationszeitspektrums beitragen. 

Es ist daher von Interesse, auch hier die Frage zu stellen, wie 
gross der relative Anteil der versehiedenen Teile des Relaxationszeit- 
spektrums am Zustandekommen der Viskositat  (66c) bzw. (63) ist. 
Da es sich um eine qualitative Feststellung handeln soll, legen wir 
dieser Betrachtung die Naherung (61) zugrunde. 

K )  Beitriige aus dem Gebiet z > T,. Wir sehen sofort, dass 
die Gebiete, in welchen co z > 1 bzw. auf Grund von (62) z > T, ist, 
praktisch genommen keinen Beitrag zur Viskositat liefern. E s t ragen 
also diejenigen Zusammenhaltsmechanismen, deren Re-  
laxationszeit  z grosser i s t  als die bei der periodischen Be- 
anspruchung des Versuchskorpers angewandte Schwin- 
gungsdauer ,  prakt isch nicht  zur Viskositat  bei. Jene Me- 
chanismen tragen, wie wir bei Gleichung (28) sahen, im wesentlichen 
zur Elastizitat bei. 

Fal ls  j e t z t  die wirkliche Verteilungsfunktion im Be- 
reiche z > T, von der  gemass ( 5 0 )  berechneten und u n t e r  
Umstiinden extrapol ier ten Verteilung abweicht,  wirkt  
sich dies auf die gemass (60)  oder ( 6 1 )  berechnete Visko- 
s i t a t  prakt isch genommen uberhaupt  

b )  Beitrage aus dem Gebiete z < 
welchem o z < 1 bzw. t < T, ist, wird sehr 
gleic,h 1.  Es wird dann 

nicht  aus. 
T,. In dem Gebiete, in 
bald a2 z2+1 ungefahr 
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wobei nach (63) die obere Grenze z, ungefahr gleich n/2w = T,/4 zu 
setzen ist. 

Wir entnehmen der Beziehung (69) die folgende einfache Aussage : 
Im Bereiche z < T, ist der Beitrag, den die Zusammenhaltsmechanis- 
men, deren Relaxationszeit zwischen z und z+dz liegt, zur Viskositat 
q (T,) liefern, einfach proport ional  dz. E r  i s t  unabhangig 
davon,  i n  welchem Teile des Bereiches z < T, das  I n t e r -  
val l  d z  gewahlt i s t .  Gleich brei te  In te rva l le  d z  des Spek- 
t r u m s  liefern gleich grosse Bei t rage zur Viskositat. 

Es folgt daraus, dass beispielsweise fur eine Schwingungsdauer 
von 10  sek etwa 90 % der auftretenden Reibung von Zusammenhalts- 
mechanismen herruhren, deren Relaxationszeit zwischen 1 und 10 
sek liegt, wahrend nur lo/o, aus dem Relaxationsintervall 0--10-1 sek 
herruhrt . 

Allgemein r u h r t  d e r  H a u p t t e i l  d e r  be i  e i n e r  Schwingungsdauer  T, 
b e o b a c h t e t e n  Viskos i ta t  v o n  d e n  Zusammenhal tsmechanismen h e r ,  d e r e n  
R e l a x a t i o n s a e i t  T e t w a s ,  a b e r  verha l tn i smass ig  wenig k le iner  als T, is t .  
Die Verhaltnisse sind hier gerade umgekehrt wie beim dynamischen Elastizitatsmodul : 
dort hatten wir festgestellt, dass diejenigen Zusammenhaltsmechanismen, deren Relaxa- 
tionszeiten im Bereiche von T, liegen oder kleiner als T, sind, zu E(T,) praktisch genommen 
nichts beitragen. (Abschnitt 3d, G1. 59a.) 

Nach (69) tragen die Zusammenhaltsmechanismen, deren Rela- 
xationszeit kurzer als z. B. T, x ist, zu- 
sammen genommen nur etwa ein Tausendstel bzw. ein Millionstel der 
gesamten bei der Schwingungsdauer T, beobachteten Viskositat bei. 
Genau stimmt diese Behauptung dann, wenn d E,/d z wirklich durch 
(50) gegeben ist. Praktisch stimmt sie aber auch dann, wenn d Eo/dz 
im Gebiete z < T, mehr oder weniger von (50) abweicht. Das heisst 
aber : 

Abweichungen der  ta tsachl ichen Verteilungsfunktion 
von der F u n k t i o n  ( 5 0 )  im Gebiete z < T, machen sich, 
wenn die Abweichungen nicht  sehr gross s ind,  in  der  V i s -  
kos i ta t  uberhaupt  nicht  bemerkbar.  In dem Masse, als sie 
sich trotzdem geltend machen, aussern sie sich darin, dass die gemass 
(60) berechnete Viskositat im ganzen Gebiet (33a) um einen kon- 
stanten additiven Betrag geandert wird. 

bzw. kurzer als T, x 

g )  Phasenverschiebung zwischen Deformation und  S p s n -  
nung j Verlustwinkel. 

Indem wir die Ausdrucke fur die Viskositat und den Elastizitats- 
modul, (66c) und (59), in (31) einsetzen, erhalten wir fur die Phasen- 
verschiebung zwischen der Deformation und der Spannung : 

z Inc- lnw 
tglp=-- 2 0  ( Inc- lno)2+n2 
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oder, wenn (In c -In w) > TC ist,: 
x 1 

t g p = - -  
2 w  l n c - l n o  

(70a) 

Unter Verwendung der Niiherungen (59a) und (63) ergibt sich 

(Xaherung) (70b) T 
4 a  

tg cp = - --s 

4. S u s s a g e n  u b e r  d a s  R e l a x a t i o n s z e i t s p e k t r u m  i m  Ke-  
r e i che  seh r  grosser  u n d  seh r  k l e ine r  z -Wer te .  

Wir haben mehrmals betont, dass wir genaue Aussagen uber das 
Relaxationszeitspektrum nur in dem Bereich (33a) (fur sek 
< z < l o 4  sek) machen konnen und dass Aussagen uber den Verlauf 
der Funktion dE,/dt  etwa gemass Gleichung ( 5 0 )  fur den Bereich 
ausserhalb dieses Gebietes Extrapolationen darstellen. Wir zeigen 
jetzt , dass wir konkrete Angaben daruber machen konnen, wie sich 
die wirk l iche  Verteilungsfunktion dE,/dz in den an  (33s) beider- 
seits angrcnzenden Gebieten von dem gemass (50) extrapolierten Ver- 
laufe untcrscheiden diirfte. 

a )  Be re i ch  seh r  grosser  z - W e r t e .  

Abweichungen im Bereiche grosser z-Werte machen sich, wic 
wir an Hand von Gleichung (49) sahen, im Verhalten des E l a  s t iz i  - 
t i i t tsmoduls  geltend. W8re (49) streng gultig, so musste in der Grenzt. 
grosser Werte von t die Beziehung (57) bzw. (58) gelten; d. h. es 
wiirde E(t)  fur t = 00 gleich Null. Es ist wahrscheinlich, dass dies 
nicht richtig ist j da aber E (t) nach (58) mit wachsendem t nur lang- 
sam abnimmt, niiisste man bis xu sehr grossen Werten von t genau be- 
obachten, um wirkliche Abweichungen festzustellcn. Es ist aber sehr 
wahrscheinlich, dass dE,/dz bei sehr grossen Werten von z schwacher 
als gemiiss ( 5 0 )  absinkt, in solcher Weise, dass beim Einset'zen in (3) 
fiir t = cx, ein endlieher Elastizitiitsmodul verbleibt. 

b )  Be re i ch  k l e ine r  z -Wer te .  

Wir haben gesehen, dass sich -4bweichungen von (50) im Bereicht. 
sehr kleiner z-Werte beim Elastizitatsmodul uberhaupt nicht, bei 
der Viskositat nur wenig bemerkbar machen. Trotzdem kiinnen wir 
mit Bestimmtheit sagen, dass (60) bei sehr kleinen z-TVerten nieht 
mehr gultig sein wird. Es geschieht dies auf Grund der Beziehung (4a), 
welche zwar eine nur grossenordnungsmiissige, aber trotzdem zuver- 
Iissige Feststellung ist. Hie hat mit der Analyse des Spektrums nichts 
zu tun. Erfahrungsgenigss kiinnen wir (4a) dahin weiter erganzen, 
dass sich das Relexationszcitspektrum bei niedrig molekularen Phis- 
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sigkeiten bis zu etwa sek erstreckt, indem hier 7/ = 1/3 E,. t = 

Poisen ist, wahrend E, etwa gleich 1010-1012 dyn/cm2 ist. Bei 
hochmolekularen Substanzen, bei denen das Relaxat'ionszeitspektrum 
im Vergleich zu dem bei niedrig molekularen Flussigkeiten stark aus- 
einander gezogen ist, konnen wir annehmen, dass wenigstens d i e  
u n t e r e  Grenze  des  Re laxa t ionsze i t spek t rums  n i c h t  t i e f e r  
a l s  b e i  d e n  n i ed r ig  moleku la ren  F luss igke i t en  i s t  j wir 
konnen ja Grunde dafur angeben, dass die Relaxationszeiten bei den 
hochmolekularen Stoffen z. T. gross sind; dagegen ist nicht einzu- 
sehen, warum sie wesentlich kleiner als bei niedrig molekularen 
Stoffen werden sollen. Bei hoch- und niedrig-molekularen Stoffen 
durfen wir daher fur die untere Grenze im Integral (49) ungefiihr 

sek setzen. Wir erhalten also: 

.i dEo- d r  d r  = E, 7 1U1"-1012 dynicmz (71) 

Bilden wir nun fur den Fall des Kautschuks das Integral (71) 
unter der Annahme, dass (50) bis hinunter zu t = sek gultig 
sei (was auf Grund des Wertes von c, Tabelle 1 durchaus denkbar 
ware) so erhalten wir 

10-13 

Das ist eine Zahl, welche hinter dem Wert (71)  um mindestens 2 
Grossenordnungen zuriicksteht. Es liegt dies ausserhalb der durch die 
Versuchsfehler und die Ungenauigkeit der Niiherungen bedingten 
Fehlergrenze. Es ist daher anzunehmen, das8 (50) und demzufolge 
auch die Beziehung (33) in1 Bereiche l O - l 3  < t < sek ungenau 
ist, und zwar i n  d e m  S i n n e ,  dass  dE , /dz  be im U b e r g a n g  z u  
k i i rzeren  R e l a x a t i o n s z c i t e n  s t a r k e r  a l s  d ie  F u n k t i o n  ( 5 0 )  
z u n i m m  t. Die Aussage wird durch esperimentelle Feststellungen, 
welche wir selbst gemacht haben, bestatigt, indem die Fliesskurven 
von Kautschuk im Gebiete kleinerer Zeiten vom Verlauf gemiiss ( 3 3 )  
in Richtung etwas grosserer E'-Werte abwichen. 

3 .  D e u  t l ing d e s R e 1 a x  a t  i o n s z e i t sp e k t r u  m s. 
Um das Relaxationszeitspektrum zu finden, war nur die An- 

nahme der E x i s t  enz  eines Spektrums sowie die empirische Bezie- 
hung ( 3 3 )  notwendig. Uber die Art und Weise, wie das Spektrum zu- 
stande kommt, waren keine Voraussetzungen notwendig (siehe Ab- 
schnitt Id ,  B ) .  Umgekehrt ist es, ohne dass weitere Argumente beige- 
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bracht werden, nicht moglich, die Beziehung (50) fur modellmassige 
Aussagen zu benutzen. Gewisse Aussagen fur Kautschuk und kau- 
tschukghnliche Stoffe ergeben sich indessen, menigstens fur einen Teil 
des Relaxationszeitspektmms, auf Grund der kinetischen Tbeorie der 
Kautschukelastizitiit l). 

a )  Vorliegen von Wahrsche in l ichkei t se las t iz i ta t  bei  gros- 
sen und mi t t le ren  Relaxationszeiten.  

Bei schwach vulkanisiertem Kautschuk ruhrt der Zusammen- 
haltsmechanismus mit z1 = oc) und El, etwa gleich 105-106 dyn/cm2 
daher, dass die zwischen den Vulkanisierungspunkten liegenden Netz- 
bogen beim Dehnen des Versuchskorpers teils orientiert, teils ent- 
knauelt werden. Dabei ist 

R T  Q El" = 7 , -  
Nf (73) 

wobei das mittlere Molgewicht des zwischen zwei Vulkanisierungs- 
punkten liegenden Fadenstiickes, welches wir als Netzbogen bezeich- 
net haben, bedeutet. Wenn man berucksichtigt, dass eine Festlegung 
der Netzbogengestalt nicht nur durch die die Enden des Bogens fest- 
haltenden chemischen Vulkanisierungspunkte bewirkt wird, sondern 
auch teilweise durch die sterische VC'irkung fremder Vulkanisierungs- 
punkte2), so erhalt man (anstelle von 73) 

wobei Nf das Molgewicht eines durch chemische und ,,physikalische' 
Vulkanisierung gemeinsam bestimmten Netzbogens bedeutet. 

Bei schwach vulkanisiertem Kautschuk ist also der Zusammen- 
haltsmechanismus, welcher den grossen Relaxationszeiten zuzuord- 
nen ist, die Orientierung und  Konstel la t ion der Netzbogen. 
Es handelt sich, wenigstens bei massigem Dehnungsgrade, praktisch 
genommen um eine mine W a hr s c h e inl i  c h k e i t s ela s t i z i t ii t . 

Bei Kautschuk und kautschukahnl ichen Stoffen durf- 
t e n  indessen nicht  nur  die Zusammenhaltsmechanismen, 
fur die z = 00 i s t ,  auf Wahrscheinlichkeitselastixit i i t  z u -  
ruckzufuhren sein, sondern uberdies alle Mechanismen, 
f u r  welche t grosser als e twa 

Bur Begrundung konnen wir z. B. auf einige in der Einleitung 
gegebene Hinweise zuruckgrcifen. Wir haben dort angedeutet, dass 

sek i s t .  

l) W .  Kuhn,, Koll. Z. 78, 258 (1936); Z. angew. Ch. 49, 858 (1936); 51, 640 (1938); 
Rautschuk 14, 182 (1938) und spatere Arbeiten. Siehe dort auch Hinweise auf friihere 
qualitative Betrnchtungen von E. Wiihlisch, sowie von K.  H .  Meyer und von E. Guth 
und H .  Mark. 

2, Vgl. W.  Kuhn, J. Polymer Sci. I, 380 (1946). 
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dann, wenn eine grosse statistisch geknauelte Padenmolekel mitsamt 
dcr sic einbettenden Masse deformiert wird, sowohl kleine Teile des 
Fadenknauels als auch das Fadenknauel als Ganzes eine Formande- 
rung erfahren. Wir haben darauf hingewiesen, dass kleine Teile der 
Fadenmolekel nach der Dehnung r a s c h durch Brown’sche Bewegung 
in der sic einbettenden Masse in einen ,,normalen” Zustand zuruck- 
kehren, weil hierfur die Zurucklegung nur k le iner  Wege erforder- 
lich ist, wahrend grossere Fadenstucke oder der Faden als Ganzes 
mehr Zeit benotigen. Wir haben das Auftreten des Relaxationszeit- 
spektrums hiermit in Zusammenhang gebracht, weil rnit der Ruckkehr 
des Fadens oder Fadenteiles in den ,,normalen” Zustand der entspre- 
chende Spannungsbeitrag verschwindet . 

Die energe t i schen  Spannungsanteile, welche auf Deformation 
von Valenzwinkeln und Atornabstanden beruhen, verschwinden am 
schnellsten, weil die hier beteiligten Atome oder Atomgruppen zwecks 
Riickkehr aus dem deformierten in den ,,normalen” Zustand nur 
ganz kleine Wege zuruckzulegen brauchen, wogegen die Anderung der 
Konstellation von Fadenteilen mehr Zeit beansprncht. 

Wenn ich daher einen Teil des Gesamtfadens, etwa ein Stuck 
vom Molgewicht M* betrachte, so wird es bei einer rasch herbeige- 
fuhrten Deformation des Fadens seine Konstellation andern und das  
Fadens tuck  wird d ie  geande r t e  Hons te l l a t ion  p r a k t i s c h  
genommen wahrend  einer  Zei t  t* (welche mit M* anwachst) 
b e h a1 t en. Messen wir die Ruckstellkraft gerade im Zeitpunkte t* 
nach Erzeugung der Deformation, so werden s ich also d ie  i n  
de r  Subs tanz  en tha l t enen  Fadens t i icke  vom Molgewicht 
M* gerade  e twa  so  ve rha l t en ,  a l s  ob  sic du rch  d ie  Wir -  
k u n g  phys ika l i scher  und  chemischer  Vulkanis ie rungs-  
p u n k t e  d a r a n  ve rh inde r t  gewesen waren ,  zu r  , ,normalen” 
Kons te l l a t ion  zuruckzukehren.  Fadenstucke von einem Mol- 
gewicht, welches wesentlich kleiner als M* ist, waren dagegen im 
Zcitpunkte t* bereits als wieder ,,normal” zu betrachten. Wenn wir 
daher den E-Modul, den wir jetzt mit E* bezeichnen wollen, im Zeit- 
punkte t* nach Erzeugung der Deformation feststellen, so mussen 
wir in Analogie zu (74) erwarten, dass 

(75) 

sein wird. M* ist dann, wie gesagt, das Molgewicht derjenigen Faden- 
stiicke, welche ungefahr cine Beit t* brauchen, um im elastisch festen 
Einbettungsmedium durch Brown’sche Bewegung ihre Konstellation 
merklich xu andern. Nach dieser Auffassung nimmt der E-Modul E* 
deswegen mit wachsender Zeit t* ab, weil das Molgewicht M*, welches 
zur Anderung seiner Konstellation gerade die Zeit t* benotigt, mit 

RT e E*(t*) = 3 - M* 
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wachsender Zeit zunimmt. Wir werden auf diese SbhBngigkeit so- 
gleich zuruckkommen. 

Bevor wir das tun, wollen wir einige Feststellungen hinsichtlich 
der moglichen Werte von M* und clann Hinweise auf einige experi- 
mentelle Tatsachen anfugen. 

a )  Vergleich d e r  moglichen Wer te  von M* be i  vu lkan i -  
s ie r ten  u n d  n i ch t  vu lkan i s i e r t en  P r o b e n  j sogenannt  e 

Spr inge  l a s t  i z  i t B t der  1 e t z t er e n. 

Aus dem Gesagten ist klar, dass M* als kleiner Teil einer Faden- 
molekel notwendigerweise k le iner  sei n muss als das gesamte Mol- 
gewicht des Fadens oder Netzbogens. Wenn wir t* gemigend klein 
machen, ist es iiberdies wahrscheinlich, dass das zu t* gehorige (kleine) 
IN* fur vulkanisierte und nicht vulkanisierte Proben derselben Sub- 
stanz einigermassen ubereinstimmt. Es wiirde dies naoh (7.5) bedeuten, 
(lass E*(t*) im Bereiche genugend kleiner Werte von t* fur rulkani- 
sierte und nicht vulkanisierte Proben einen sehr ahnlichen Verlauf 
hahen durfte. Unterschiede iniis sen dann eintreten, wenn M* mit 
zunehrnender Zeit t* in der nicht vulkanisierten Substanz ungefahr 
gleich Clem wahren Molgewicht M der vorhandenen Padenmolekel, in 
cler vulkanisierten gleich dem Netzbogengewicht Mf m-ird. 

Wenn M* in der n i ch t  vu lkan i s i e r t en  Substanz gleich dem 
mahren Xolgewicht M der illolekel geworden ist, so bedeutet dies, dass 
in der zum Molgewicht M gehorigen Zeit t alle Konstellationsantle- 
rungen, welche bei der raschen Dehnung im Zeitpunkte t = 0 erzeugt 
worden waren, verschwunden sind und tiass nach  dieser Zeit der 
Elastizitatsmodul E* auf Null absinkt. 

Bei der nicht vulkanisierten Substanz werden wir also bei 
passentlcr Wshl des Zeitpunktes t jeden beliebigen Wert des Elastizi- 
tatsrnoduls feststellen konnen. Bei polymer-homologen nicht vulkani- 
sierten Substanzen wird aber insofern cine hbhangigkeit vom Poly- 
merisationsgrad festzustellen sein, als der Zeitpunkt t, welchen ieh 
wahlen muss, damit gerade noch ein erheblicher Elastizitatsmodul 
festgestellt werden kann, etwa gleich der ~onstellationsvoechse~z~it 
iler Molekel vom Molgewicht AT ist, wobei diese Zeit t mit M anwachsen 
TT-ird. Bei  der n ich t  vu lkan i s i e r t en  Subs tanz  i s t  also die  
Zei t  nach  erfolgter  De io rma t ion ,  i nne rha lb  deren wi r  die 
R ii c k s t e 11 k r  a f t f e s t s t e lle n mil 8 sen ,  da mi t u b er h a u p  t e i n e 
m e s s b a r c  K r a f t  gefundei i  werden k a n n ,  uniso kurzer ,  j e  
klcirier der  Polymerisat ionsgrat l  ist .  Es ist dies cine Fest- 
stellung, welchc mit den1 beobachteten Vcrhalten polymer-homologer 
nicht vulkanisierter Stoffe in Ubereinstimmung steht iind auf welche 
schon vor Jahren hingewiesen wurdel). 

l) U.. K u h n ,  Z. angew. Ph. 51, 640 (1038), iiisbesonderc H. 647. 
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So ist ein niedrig molekulares Buna eine dickfliissige Masse ohne Kautschuk- 
elastizitat. Bei steigendem Polymerisationsgrade erhalt man eine Masse, welche sehr 
langsam, z. B. im Laufe von Tagen, fliesst und welche sich z. B. durch leichten, aber 
dauernden Druck in beliebige Gestalt bringen Iasst. Dieselbe Substanz reagiert aber auf 
sehr rasche :Formanderungen bereits wie Kautschuk (sog. Springelastizitat). 

Lasscn wir den Polymerisationsgrad weiter ansteigen, so erhalten wir Praparate, 
welche bei kurzem Ziehen vollstandig reversibel elastisch sind, bei langdauerndem und 
starkem Ziehen dagegen allmahlich fliessen. 

Der Hinweis darauf, dass vulkanisierte und nieht vulkanisierte 
Praparate eines hochpolymeren Stoffes im Bere,iche sehr kurzer 
Beobachtungszeiten einen ahnlich zu deutenden Verlauf der Span- 
nungsrelaxation aufmTeisen, spricht sicher fur die in Gleichung ( 7 5 )  
zum Ausdruck gebrachte Auffassung, dass in beiden Fallen eine ahn- 
liche Ursache vorliegt, namlich die, dass xu jedem Nolgewicht M* 
eines Fadenstuckes, welches kleiner als der Gesamtfaden oder Netz- 
bogen ist, eine Relaxationszeit t* gehiirt; ein Hinweis darauf, dass 
diese rasch abklingenden Spannunge,n einer Wahrseheinlichkeits- 
clastizitiit entsprechen, ist aber aus diesem gleichartigen Verhalten 
von mlkanisiortem untl nicht vulkanisiertem Praparat zunachst nicht 
zu entnehmen. 

/I) R e d e u t u n g  des  Q u o t i e n t e n  a u s  Dehnungsdoppe lh re -  
chung  u n d  S p a n n u n g  f u r  Rucksch lusse  u b e r  tles Vorl ie-  
g e n E n e r  gi  e - 

e la s t i z i t  iit. 
Wir erhalten einen solchen Hinweis durch Aufzeigung der bci 

der Deformation auftretenden Doppelbrechung.  Es zeigt sich, dass 
beim vulkanisierte,ii Kautschuk der Quotient aus Dehnungsdoppel- 
hrechung und Spannung vom Vulkanisationsgrade nicht abhiingt und 
dass der Quotient auch beim nicht vulkanisierten Kautschuk den- 
selben Wert wie beim vulkanisierten besitztl). Das letztere schliesst in 
sich, dass Doppelbrechung und Spannung beim nicht vulkanisierten 
Kautschuk nach dem s e lb  en  Zeitgesetz abklingen2). 

1; o ri W a hr  R e he  i n li c h k e  i t s e 1 a s t i  z i t a t  o d c r 

l) P. Rossi, Rend. Napoli [3] 16, 125, 142, 207 (1910); I1 nuovo cimento [5] 20, 
226 (1910). Theoretische Begriindung siehe W .  Kuhn und P. Grun, Koll. Z. 101, 248 
(1942). Siche auch IV. I#. Thibodeau und A. T .  Mc. Pherson, J. Research Kat. Bureau 
of Standards 13, 887 (1934). 

2)  Das Konstantbleiben des Quotienten aus Doppelbrechung und Spannung ist 
in den Versuchen von Rossi in einem nicht naher beschriebenen zeitlichen Bereich 
sichergestellt; worden. I m  weiteren ist die Relaxation der Doppelbrechung in noch nicht 
veroffentlichten Versuchen von F. #run  und J .  Haegel im Zeitintervall von etwa sek 
bis 1 sek gemessen worden. Der zeitliche Verlauf ist annahernd derselbe wie bei der 
Relaxation ties Elastizitatsmoduls; doch ist die Proportionalitat in diesem Bereiche nicht 
rnit grosser Uenauigkeit gepriift worden. 

Eine genaue Prufung der Konstanz oder Nichtkonstanz des Quotienten aus Doppel- 
brechung und tliickstellkraft bis zu kleinen Zeiten diirfte eine Moglichkeit geben, uin die 
Frage experimentell zu entscheiden, bei welchen Werten von t reine Wahrscheinlichkeits- 
elastizitat bzw. eine Rlischung von Wahrscheinlichkeits- und Energieelastizitat vorliegt. 
Sach den1 Gesagten ist aber anzunehmen, dass von T = 00 an bis zu z-Werten von etwa 
10-2 sek beim Kautscliuk im wesentlichen Wahrschcinlichkeitselastizitat vorliegt. 
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Wenn nun im vulkanisierten Kautschuk sowohl die Doppel- 
brechung, als auch die Ruckstellkraft beide durch Orientierung und 
Langenanderung der Netzbogen bestimmt sind und der Quotient im 
nicht vulkanisierten Praparat denselben fiir den Wahrscheinlichkeits- 
ursprung der Effekte cha'rakteristischen Zahlenwert besitzt, so folgt 
daraus, dass die zeitlich veranderliche Ruckstellkraft im nicht vulka- 
nisierten Kautschuk (im betrachteten Zeitintervall) auch nichts an- 
deres als eine Wahrscheinlichkeitselastizitat sein kann. Dasselbe uber- 
tragt sich auf die entsprechenden zeitabhangigen Anteile der Ruck- 
stellkraft im vulkanisierten Kautschuk, also auf die den grossen und 
mittleren z-Werten des Relaxationszeitspektrums entsprechenden 
Zusammenhalt smechanismen. 

b )  Dievon Fadenstucken vom Molgewicht M* zur ,,volligen" 
Konstel la t ionsanderung benot igte  Zeit t* ; Abhangigkeit 
der Viskositat  ?I* des Einbet tungsmediums vom Molge- 
wicht M* der im Medium z u  bewegenden Fadenstucke. 

Nach dem Vorigen und innerhalb der genannten Grenzen sind 
wir berechtigt, die Zeitabhangigkeit des Elastizitiitsmoduls gemass 
(75) mit der Konstellationswechselzeit t*, welche einem Fadenstuck 
des Mo1gewic)hts M* zuzuordnen ist, in Zusammenhang zu bringen. 
Wir hatten zu setzen 

Die Konstellationswechselzeit t* hangt ihrerseits von der Diffu- 
sionskonstante D* und diese von der Viskositat q* ab, welche das 
Einbettungsmedium der Brown'schen Bewegung eines Fadenstiickes 
vom Molgewicht M: entgegensetzt. Es ware falsch, q* als von M: 
unabhangig anzusehen, denn Versuche uber die Diffusion von Fremd- 
molekeln in elastisch festem Kautschuk haben gezeigt, dass q* mit 
M: sehr rasch anwachstl). Wir konnen die Beziehung ( 7 6 )  dazu be- 
nutzen, um nun umgekehrt aus dem empirischen Verhalten (33 )  bezw. 
( 5 8 )  auf die Abhangigkeit der Grosse q* von Mfx zu schliessen. 

Hierzu uberlegen wir folgendes : Ein Fadenstuck vom Molgewicht 
M" hesteht aus 

monomeren Resten, wenn Mg das Molgewicht der Grundmolekel be- 
deutet. 1st 8, der Vorzugswert der Anzahl der in einem statistischcn 
Fadenelcment enthaltenen monomeren Reste, A,n die LLnge des sta- 
tistischen Vorzugselementes, so besteht das Fadenstuck vom Molge- 
wicht M: aus 

(78) 

l )  W .  Kuhn, H .  9uhr und K.  Kyffel, Helv. phys. acta 14, 495 (1941). 
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Vorzugselementen. Das mittlere Abstandsquadrat h* zwischen An- 
fangs- und Endpunkt des betrachteten Fadenstuckes ist dann 

- 

h*‘ = XG&,; h* = l/N:.Aln (79) 

Denken wir uns zwecks Abschatzung des hydrodynamischen 
Widerstandes, welcher bei einer Bewegung des Endpunktes des be- 
trachteten Fadenstiickes in einem Medium von der Viskositat q* 
auftritt, 1/4 des Fadenstuckes im Endpunkt lokalisiert, so ist die Kraft, 
welche notwendig ist, um den Fadenendpunkt relativ zu seiner Um- 
gebung niit einer Geschwindigkeit u zu bewegenl), ungefahr gleich 

Die Geschwindigkeit, 
einer Kraft von 1 Dyn 

welche der Fadenendpunkt unter Wirkung 
erhalt, wird also 

Die Diffusionskonstante D* des Fadenendpunktes erhalten wir hier- 
aus durch Multiplikation mit kT, also : 

Die Zeit t’, welche der Fadenendpunkt benotigt, um durch Diffusion 
eine Strecke vom Betrage x zuriickzulegen, wird auf Grund von (82) 

(83) 

Die Zeit, welche das Fadenstuck vom Molgewicht %I* benotigt, 
urn seine Konstellation durch Brown’sche Bewegung vollstiindig zu 
andern, erhalten wir offenbar, wenn wir x2 in (83) durch h*2 aus (79) 
ersetzen. Diese Zeit wird also 

Indem wir XX, auf Grund von (78) durch M; oder auf Grund von (79) 
durch h* ersetzen, konnen wir hierfur auch schreiben: 

oder 
3 n  h*’ 

A m  t = l skT ?/* (86) 

Wir setzen in Gleichung (76) fiir l/E*(t,) den Ausdruck (58 )  ein 

(87) 

und erhalten 
a + In  t 

b M:(t) =- 3 R T  e.---- 

1) Vgl. hierzu: K. Kuhn und H .  Kuhn, Helv. 26, 1394 (1943). 
31 
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In dieser Gleichung substituieren wir t aus (86). 

Diese Gleichung lasst sich nach q* auflijsen: 

Ex muss te  h ie rnach  7i* exponent ie l l  mi t  MF zunehmen. 
Ein derartiger Zusammenhang ist auf Grund der 1. c. erhaltenen Er- 
gebnisse durchaus plausibel. 

Ebenso wichtig wie die Beziehung (89) selbst ist allerdings die 
Einschrankung ihres Gultigkeitsbereiches. Die vorhin gegebene Be- 
grundung von (89) ist nur dann durehfuhrbar, wenn einerseits die 
empirisehe Beziehung (33) erfullt ist und w-enn ausserdem Nf" we- 
nigstens etwa 3mal kleiner als M, ist und demgeniass E* (t) etwa 3mal 
grosser als der bei grossen Werten von t gemessene statische Elasti- 
zitatsmodul. 1st niimlich ME nicht wesentlieh kleiner als M,, so ist es 
unzulaissig, die Zeit, welehe ME benotigt, um die Konstellation wirk- 
lich xu andern, unter Annahme einer freien Diffusion des Endpunktes 
von M; xu berechnen. 

Es ist ausserdem darauf hinzuweisen, dass sich das Relaxations- 
zeitspektrum im Bereiche sehr kurzer Relaxationszeiten fortsetzen 
wird und dass es aueh dort grundsatzlich experinientell ausgemessen 
werden kann, dass es aber nicht mehr zulaissig sein wird, die mit 
kurzen Relaxationszeiten versehenen Zusammenhaltsmechanismen 
weiterhin aussehliesslich als Mechanismen mit Wahrscheinlichkeits- 
elastizitat gemass Gleichung (76) xu betrachten. Im Bereiehe sehr  
kurzer Relaxationszeiten, vermutlich fur t < sek wird also die 
durch Gleiehung ( 7 5 )  verkorperte Deutung von E* und damit aueh 
die Berechnung von yi* hinfallig. 

Im Zusammenhang mit (76) bemerken wir noeh, dass es im Gul- 
tigkeitsbereich dieser Beziehung die  selben Faden sind, welche fur 
ku rze  Zei ten  t ein kleines  My und damit ein grosses  E*(t)  und 
fur griissere Zei ten  t ein grosses ME und damit ein kleines  
E* (t) liefern. [An den rasch deformierten Fadenmolekeln verschwin- 
den zunachst die an kurzen Fadenstucken (Molgewicht M* (t)) ent- 
standenen unwahrscheinlichen Konstellationen, wiihrend sich die 
analogen Unwahrscheinlichkeiten an grossen Stucken des selben 
Fadens langer halten, so dass die letzteren bleiben, wahrend die erstern 
schon verschwunden sind.] 

Dieses an eineni und demselben Faden sieh abwickelnde Ge- 
schehen wirkt sieh qualitativ als zeitliohes Absinken des Elastizitats- 
moduls E* (t) aus. Wir hahen anderseits dieses empirische Absinkea 
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(gemass Forniel 58) durch ein Relaxationszeitspektruni (50) bzw. 
(221) beschrieben imd dahei gelegentlich -\.on pa ra l l e l  z u e i n a n d e r  
wirkcnden Zusammenhalt smechanisnien gesprochen. Tatsachlich lasst 
sich der Verlauf (2a) bzw. (50) durch entsprechende parallel zuein- 
ander und unabhhngig voneinander wirkende Zusammenhaltsniecha- 
nismen erhalten. nJie in Abschnitt Id  nachdriieklich betont wurde, 
s in  d aber p a r  all  e l  wir k e nd  e Z u  s a mmen h all, s me  c h anis  m e n  
n i c h t  die  e inzige Miiglichkeit ,  den Verlauf (2a) zii erhalten; es 
gibt daneben sehr viele andere, komplizierte Kombinationen, w-elehe 
dasxelbe leisten. TYir haben allen Anlass, an dieser Stelle auf jene Be- 
merkung zuruckzukommen : Die rorhin fur  das Zustandekommen von 
( i 6 )  gegebene Deutung gibt tatsaehlich den Verlauf ( 5 8 ) ,  geht aber 
11 i c h t von parallel zueinander und unabhangig voneinaiider wirken- 
den Mechanismen aus, sondern v o ~ i  einem koir ipl iz ier ten Ge-  
xamtmechan i smus ,  in welchem d ie  r a s c h  r e l ax ie renden  
Elenien te  i n  in t e re s san te r -Weise  a l s  B a u s t e i n e  d e r  l ang-  
Sam re l ax ie renden  E l e m e n t e  v e r w e n d e t  s ind .  Es ist jeden- 
fdls bei dem in Anschluss an (76) erlauterten Ttechanismus ein Parallel- 
x-irken unabhiingiger Mechanismen in hochstens symbolischer Weise 
rerwirklicht . 

Es war besonders aus diesem Grunde wichtig, dass die Beziehungen 
zwischen dem elastischen und viskosen Verhalten in dieser Arbeit so 
gewonnen wurden, dass nur die T a t  sache  de r  Ze i t abhang igke i t  
d e s  E la s t i z i t i i t smodu l s  gemass ( 2 % )  bzw. ( 3 )  vorausgesetzt wurde, 
jedoch n i c h t s  u b e r  d i e  A r t  und Weise ,  \vie diese Z e i t a b -  
hang igkc i t  e r zeug t  wi rd .  Da wir uns hiervon unabhangig ge- 
macht haben, sind slle Ergebnisse, wie beispielsweise die Berechnung 
tier T’iskositat aus dem zeitlichen Verlauf des Elastizitatsmoduls un- 
abhangig von den besonderen Betrachtungen des vorliegenden Ab- 
schnittes, durch die wir den zeitlichen Terlauf des Elastizitatsmoduls 
modellmassig begrunden. 

c )  Die  R e l a x a t i o n s z e i t  e ines  e inzel i ien Z u s a m m e n h a l t s -  
niechanismus m i t b e s t i m m e n d  fur  u n d  zugleich b e s t i m m t  
( lurch d i e  Re laxa t ionsze i t en  d e r  ub r igen  i n  der  S u b s t a n z  

Ein weiteres Problem. welches durch die vorstehenden Betrach- 
tungen nahegelegt und einer Behandlung teilweise zugiinglich ge- 
macht ist, sei im nachstehenden kurz besprocheii: Wir wollen das 
Relaxationszeitspektrum, d. h. dE,/dt in Gleichung ( 3 )  als bekannt 
voraussetzen. Damit ist das gesamte viskose und elastische Verhalten 
der Substanz, wie wir sahen, vollig bestimmt. Die Mechanismen, deren 
Relaxationszeiten zwischen t und t +dz  liegen und denen zusammen 
ein Grundwert des Teilelastizitatsnioduls von der Grosse dz . dE,/dt zu- 
kommt, kiinnen dabei einem bestimmten in dem Medium sich ab- 

v o r k o m m e n d e n Z u s a m  ni e n h a 1 t m e c h a n i  s men. 
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spielenden Vorgang, beispielsweise der Konstellationshnderung be- 
stimmter Netzbogenteile zugeordnet werden. Diese Bewegung der 
Ketzbogenteile relativ zu ihrer Umgebung ist eine Art Diffusionsvor- 
gang, wie er in Gleichungen (77ff) beschrieben wurde; er hangt also von 
der Viskositat, den das Einbettungsmedium diesem speziellen Vor- 
gang entgegensetzt, ab und ist also selber durch das Relaxationszeit- 
spektrum bestimmt. D. h. j ede r  Te i l  des  Re laxa t ionsze i t spek-  
t r u m s  i s t  d u r c h  d i e  i ibr igen Tei le  des  R e l a x a t i o n s z e i t -  
s p e k t r u m s  b e s t i m m t .  Die  R e l a x a t i o n s z e i t  e ines  j eden  
Z u s a m m  e n  h a1 t s m e c h a n i  s m u  s i s  t s ow o h 1 via Vi s k o s i t  a t  
bes t immend  f u r  d ie  ub r igen  i n  d e r  S u b s t a n z  v o r k o m -  
m e n d e n  R e l a x a t i o n s z e i t e n ,  a l s  a u c h  via Vi skos i t a t  se lbs t  
b e s t i m m t  d u r c h  d iese  i ibr igen Re laxa t ionsze i t en .  

Als Besonderheit, auf welche zuerst J .  Haegel (1. c.) aufmerksam 
gemacht hat, tritt dalnei der Umstand auf, dass die Fadenteile bei der 
Relaxation eines bestimmten Zusammenhalt smechanismus, dem die 
Relaxationszeit z zukommt, einen Weg etwa von der Lange h* zu- 
rucklegen mussen, wobei sie durch andere Zusammenhaltsmechanis- 
men gehemmt werden, und wobei nur diejenigen fremden Mechanis- 
men, deren Maschenweite kleiner oder ungefahr gleich h* ist, auf den 
hervorgehobenen Mechanismus hemmend wirken. 

Ware beispielsweise die Relaxationszeit eines Mechanismus, bei 
welchem die Fadenteile, urn zu relaxieren, den Weg h* zurucklegen 
mussen, durch (86) gegeben, so ware q*, d. h. die 17iskosit5it, welche 
das Medium fur den hervorgehobenen Mechanismus besitzt , auf Grund 
von (13) gegeben durch 

+..., 

wobei fur z,~,,, der aus (86) berechnet'e Wert \-on t einzusetzen ware, 
also 

Die Auswertung dieser Beziehung, beispielsweise unter Benutzung 
der wenigstens annahernd zutreffenden Gleichung (50) fur dE,/d z 
wird dadurch erschwert, dass der Wert des Integrals (91) gegen eine 
Anderung des fur z,,, einzusetzenden Wertes sehr empfindlich ist, 
wahrend es gleichzeitig schwierig erscheint, hierfur eine hegrundete 
g e n a u e  Festsetzung zu treffen. Es ist aber klar, dass Beziehungen 
von der Art der Beziehung (90) bestehen muss  e n und dass deren Auf- 
suchung und Auswertung weitgehenden Einblick in Einzelheiten der 
Entstehung des elastisch-mechanischen Verhaltens hoch- und niedrig- 
molekularer Substanzen geben wird. 
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Zusammenfassung von  Teil  11. 
In Teil 1 wurde das Auftreten eines Relaxationszeitspektrums bei 

hochmolekularen Stoffen begrundet und es wurde auf Grund der an 
Kautschuk oder mrwandten Stoffen beobachteten Fliesskurve ein 
quantitativer Ausdruck fur das Eelaxationszeitspektrum dieser Stoffe 
gefunden. D. h. es murde die Vorteilungsdichte angegeben, mit der 
sich die Teilelastizitatsmoduln auf die Relaxationszeiten verteilen. 

I n  der vorliegenden Arbeit werden umgekelirt aus dem so er- 
mitteltsn Relaxationszeitspektrum Schlusse auf das elastische und 
viskose Verhalten der Stoffe gezogen. 

Es wird gefunden, dass die wn einem solchen Stoff zu erwartende 
Fliesskurve, d. h. der zeitliche Verlauf der Langenanderung bei kon- 
stant gehaltener Spannung praktisch genommen identisch sein muss 
mit dem reziproken Wert des ElastizitBtsmoduls E, welch letzterer als 
Zeitfunktion aus Clem Spannungssbfall nach rasch erfolgter Dehnung 
bestimnit werden kann. 

Der im Zeitpunkt t nacli rasch erzeugter Deformation beobachtete 
E-Modul ist eine Funktion samtlicher Teile des Relaxationszeitspek- 
trums, doch sind fur E(t)  diejenigen Teile des Spektrums, fur welche 
die Relaxationszeit z grosser als t ist, ausschlaggebend. 

Die Genauigkeit, mit welcher aus den zugrunde gelegten Ver- 
mehsdaten auf die Verteilung der Teilelastizitatsmoduln uber die 
Relaxationszeiten geschlossen werden kann, ist nicht fur alle Beeirke 
dcs Relaxationszeitspektrums gleich gross. Die moglichen Ungenauig- 
keiten liegen im Gebiete sehr grosser Relaxationszeiten z einerseits, 
sehr kleiner Zeiten anderseits. Es zeigt sich aber, dass der Beitrag Zuni 
E-Modul einerseits, zur Viskositat anderseits, welcher von den un- 
genau bekannten Teilen des Spektrums herruhrt, in allen Fallen klein 
ist und dass diese Ungenauigkeiten im praktisch interessierenden 
Gebiet nur einen kleinen konstanten additiven Beitrag zum E-Modul 
bzw. zur Viskositat darstellen. 

Der dynaniische Elastizitatsmodul hangt, wenn die Schwingungs- 
dauer zwischen bis l o4  sek geandert wird, auf Grund des ge- 
fundenen Relaxationszeitspektrums nur wenig von der Schwingungs- 
dauer ab. 

Dagegen nimmt die dynamische ViskositBt proportional der 
Schwingungsdauer zu. 

Fiir eine Schwingungsdauer T, sind fur die Grosse der dynami- 
schen Viskositat diejenigen Zusammenhaltsmechanismen praktisch 
niassgebend, deren Relaxationszeit etwas, aber nieht vie1 kleiner als 
T, ist. 

Die bei periodischer Beanspruchung pro em3 und pro Sekunde im 
Versuchskorper entwickelte Warmemenge nimmt proportional der 
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Frequenz der angewand ten Schwingung zu, wobei der Proportionali- 
t&tsfaktor BUS der bei konstanter Belastung auftretenclen Defornia- 
tions-Zeitkurve berechnet werden kann. 

Es ist wahrscheinlich, dass die Verteilungsdichte im Relaxations- 
zeitspektrum im Bereiche z < sek etwas rascher ansteigt, als es 
die Extrapolation der fur das Gebiet 10  his l o 4  sek gultigen Formel 
angibt. 

E;s wird gezeigt, dass diejenigen Zusammenhaltsmechanismen, loci 
welchen die Relaxationszeit grosser alp etwa sek ist, auf Walir- 
scheinlichkeitselastizitat beruhen diirften, wahrend bei kiwzeren 
R elaxationszeiten in znnehmendem Masse neben oder an Stelk der 
T/T;ahrsc~heinlichkeitselastizit~t eine Energieelastizitgt tritt. 

Das Zustandekommen von Nlwhanismen mit Wahrschcinlich- 
kcitselastizitat und einer Relaxationszcit t* ist dahin xu deuten, tiass 
Fatlent cilc von eiiwm Nolgewieht M*, wcAchm kleiner als das 3101- 
gem icht 11, des Gesamtfadens bzw. Netzbogens sein muss, in1 Iiinern 
der MasRe, in xdcher d e  eingebettet Rind, eine Zeit t* bcnotigen, uni 
ihre Honstellation oder Orieiitierung merklich xu andern. Es karin 
demgemass eine Besichung zwischen t* und M* angegeben werden. 
t* hangt von der Yiskositiit q* ah, welchc das Einbettungsmedium 
einer B~otm'schen Bewegung von Facienteileii vom Molgewicht X* 
entgegensetxt. 

Es kann gexchlossen werden, dass ?I* mit 31" rasch, z .  13. exponen- 
tiell ansteigt. 

In1 weiteren ist, wie gezeigt wird, die Eelaxationszeit eines jeden 
Busanimenhaltsmechanismus sowohl via Viskositiit best immend fur  
die ubrigen in der Substanz vorkommenden Relaxationszeiten, als 
aucli via 1-iskositiit selbst bestimmt durch diese ubrigen Relaxations- 
zeiten. 

Basel, Ph~sikalisch-chemisches Institut der Universitat. 




